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Fortpflanzung der ,,Unschérfe‘ von Messdaten auf
abgeleitete differential-geometrische GroBen
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Zusammenfassung: Die meisten Messungen stel-
len aus mathematischer Sicht unscharfe GroBen
dar, weil bei ihrer Erfassung keine absolute Pra-
zision gewahrleistet werden kann. Manchmal ge-
lingt es, statistische Tests zu entwickeln, die emp-
findlich auf das Auftreten von groben Abnormi-
titen in rdumlich-zeitlichen Datenreihen reagie-
ren, siche WALDER (2005a, b), WAELDER & BUCH-
ROITHNER (2004). Die ,,Unschdrfe’ von Daten
kann aber auch mit Hilfe von in der Fuzzy-The-
orie entwickelten Werkzeugen modelliert werden.

Nun reicht es normalerweise nicht aus, erhal-
tene Messungen in ein GIS zu tibertragen. In vie-
len Fillen werden diese Daten weiter auf ein Git-
ter interpoliert, sie konnen zu einer analytischen
Oberfliche zusammengefasst werden, man inte-
ressiert sich fiir die Ableitungen erster oder hohe-
rer Ordnungen dieser analytischen Oberfliche
usw. Einige Untersuchungen des Verhaltens un-
scharfer Oberflichen wurden bereits in KALEVA
(1994), Lopwick & SANTOS (2003) durchgefiihrt.
Die allgemeine Fragestellung lautet dann: Wie
pflanzt sich die urspriingliche ,,Unschérfe von
Messungen auf einige von ihnen abgeleitete dif-
ferential-geometrische Grofien fort? In dieser Ar-
beit wird ein Ansatz zur Modellierung der Un-
schirfe-Fortpflanzung vorgestellt und anhand
einer Fallstudie ndher erldutert.

Abstract: On fuzzy-propagation of measurements
to derived differential-geometric characteristics.
From mathematical point of view, most measure-
ments can be assumed to be fuzzy values because
an absolute precision of a measurement cannot
be guaranteed in the real world. There are some
statistical tests, which are sensitive to the appear-
ance of rough abnormities in spatial time series,
see WAELDER (2005a, b), WAELDER & BUCHROITH-
NER (2004).

The uncertainty of measurements can also be
modeled using approaches from the fuzzy theory.
Real measurements can be considered to be fuzzy
values from mathematical point of view. Real
measurements present a “‘raw material” for fur-
ther researches. They can be interpolated over a
grid and be approximated by an analytical sur-
face. Additionally, it can be necessary to obtain
some surface characteristics of higher order based
on the grid. Some studies about fuzzy surfaces
are still presented in KALEVA (1994), LoDWICK &
SANTOS (2003). It is clear, that each characteristic
which is derived from uncertain measurements is
also uncertain. In this paper we discuss a method
of the fuzzy-propagation of measurements to der-
ived differential-geometric characteristics.

1 Einige Definitionen aus der
Fuzzy-Theorie

Die ,,Unschérfe von Daten kann unter an-
derem mit Hilfe von in der Fuzzy-Theorie
entwickelten Werkzeugen modelliert werden.
Zu diesen Werkzeugen gehort das so genann-
te Intervallkalkiil. Eine Messung als mathe-
matisches Objekt wird in Form eines Inter-
valls dargestellt, dessen Unter- und Ober-

grenze den zu erwartenden Rahmen fiir eine
reale Messung angeben. Durch die variable
Breite des Intervalls wird dabei der von Null
abweichende Messfehler einer realen Mes-
sung wiedergegeben. Ein solches Modell ist
im Grunde genommen das Einfachste fiir
eine Fuzzy-Zahl.

Eine unscharfe Zahl kann als ungenau
gegebene oder ungenau bestimmte Zahlen
definiert werden. Unscharfe Zahlen werden
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durch konvexe unscharfe Mengen beschrie-
ben und ihre Zugehorigkeitsfunktion weist
keine Nebenmaxima auf, s. BANDEMER &
GoTrTwALD (1993). Fiir unscharfe Intervalle
ist der Kern ein Intervall. Die unscharfen
Zahlen und Intervalle verallgemeinern da-
her die Ansédtze der Intervallarithmetik, die
aus der traditionellen Fehlerrechnung her-
vorgegangen ist. Nun rechnet man gleich
mit durch die Fehlerschranken gegebenen
Intervallen statt mit fehlerbehafteten reellen
Zahlen. Kernpunkt dieses Ubergangs ist die
Idee, dass die Intervallpunkte ,,scharf™ ge-
geben sein miissen. Fiir die gewohnliche In-
tervallarithmetik kann z. B. auf ALEFELD &
HERZBERGER (1974) verwiesen werden. Um
mit unscharfen Zahlen und Intervallen rech-
nen zu konnen, missen zunichst einige
Grundrechenarten hierfur erklart werden,
die in den weiteren Abschnitten verwendet
werden. Durch die Operationen mit un-
scharfen Zahlen, die wir benutzen werden,
entstehen neue unscharfe Zahlen, unscharfe
Intervalle mit eigenen scharfen Grenzen.
Wie in Lobwick & SANTOS (2003) werden
wir uns nicht fiir die genaue Form der ent-
sprechenden Zugehorigkeitsfunktionen in-
teressieren, sondern vielmehr fiir die Bestim-
mung von der Unter- bzw. Obergrenze der
abgeleiteten Intervalle und von ihren ,,Zent-
ren‘‘: Wir bezeichnen so die Stellen, an wel-
chen entsprechende die Zugehorigkeits-
funktionen ihre Maxima aufweisen.

Mit A =[a,a%a"l und B=1[b",0°, "]
bezeichnen wir zwei unscharfe Intervalle.

Abb.1: Schematische Darstellung zweier un-
scharfer Intervalle A=[a ,a%a"] und
B=[b,b%b"] sowie ihrer Zugehdrigkeits-
funktionen.

Die untere sowie obere Grenze und das
,,Zentrum** eines unscharfen Intervalls wer-
den als seine Parameter bezeichnet. Sie und
thre Zugehorigkeitsfunktionen sind in
ADbD. 1 schematisch dargestellt.

Wir bendtigen die folgenden Operationen
mit unscharfen Intervallen A, B: Summe
A+ B, Differenz A — B, Produkt 4 - B und
Subtraktion 4/B. Als Ergebnis dieser Ope-
rationen entsteht eine neue unscharfe Zahl,
ein Intervall C =[c~,c’ ¢"], fiir welches
gilt:

C=A4+8B:
c=a +b"
A=d"+0°

cr=at+b"

C=A—B:
¢c=a —b"
A=a"—p°
cr=at—b"
1
C=A4"B:
¢ =min{a b ,a b ,a"b",a" b}
= a"p°
cr=max{a b ,a" b ,a bT,ath"}

C=A/B: nurfir b~ >0 oder b" <0
¢ =min{a /b ,a" /b a |bT,at/b"}
"= a/p°

cr=max{a [b~,a*|b",a" [b",a"|b"}

Zusitzlich kann das Quadrat C = 4> und

die Wurzel C = |/ 4 eines unscharfen Inter-
valls definiert werden, fiir das gilt:

C=A>=A-4:
¢ =min{a a ,ata’}, "= (ao)2

¢t =max{a a ,a"a"}

fir a= >0 oder a* <0

, 2)

¢ =0,c"=(a

¢t =max{a a ,ata"}

fir ¢ <0 und a*>0

C=]/Z: nur fir a= >0
c=\|/a
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2 Mathematische Modellierung von
unscharfen Oberflachen

Wir gehen im weiteren davon aus, dass un-
scharfe Hohenmessungen 2, = [z, 2%,z
i=1,...,nanscharfen Koordinaten (x;, y,):
i=1...nvorliegen. Wenn diese Daten auf
ein scharfes Gitter {X,Y,}: j=1...N,
k =1... M interpoliert werden, so sind die
interpolierten Hohen ij =12y, Zy, Zj] an
den Knoten des Gitters wiederum unscharf.
Es hidngt vom Interpolationsverfahren ab,
welche Parameter diese neuen unscharfen
Intervalle erhalten.

Bei jeder distanzabhéngigen (scharfen!)
Gewichtung der urspriinglichen Messwerte
erhalten wir stets:

Zi=of'Z +of 54+ . a)Z,
n

] . i
Yol =1, o = Fke(d’)
i=1

0 = (x,— X+ (r,— Y,)? ®)

i=1...n
j=1...N
k=1...M

Die Abkiirzung ,,Fkt* wird in (3) fiir ,,eine
Funktion von** benutzt. Werden hier inverse
Quadrate von Distanzen zur Berechnung
der Gewichte hergezogen, so entspricht (3):

Zp=of Z +of 54+ . +a)fZ,
ik
wk o W P
i T o ’ i gk
Y () ae
1
i—1
e>0
i=1...n, j=1...N,

4)

k=1...M

Durch eine , kiinstliche* Konstante ¢ kann
in (4) verhindert werden, dass ein Gewicht
unbestimmt ist, wenn die Vorhersagestelle
mit einer Messstelle zusammenfillt. Weil al-
le in (4) verwendeten Gewichte positiv sind,
konnen die Parameter von unscharfen inter-
polierten Hohenmessungen wie folgt be-
rechnet werden, vgl. (1):

Zy =ofzr+ofzy +. o)z

n
_ Jk »—
= Zai Zj
i=1

0 jk 0 jk 0 ik 0
Zy =o'z o+ ...+ z,

jk ! (5)

- Yt

i=1

Zi=afzf vz o ozt
n
_ Jk o+
—Z“i Zi
i=1
i=1...n, j=1...N, k=1...M

Kommentar: Um die weiteren Auslegungen
nicht unnétig zu iberfrachten, werden
Kleinbuchstaben im weiteren Text auch fiir
Gitterkoordinaten {X,Y,}: j=1...N,
k=1...M verwendet.

Bemerkung: Falls die Koordinaten der
Punkte auch unscharf sind, verwendet man
in (4) die in (1) eingefiihrten Operationen
mit unscharfen Zahlen.

Viele GIS-Tools verwenden Differenzen-
bildungen statt klassischen Ableitungen.
Nach diesem Prinzip funktionieren auch die
meisten Filter. Die Fortpflanzung der ,,Un-
schirfe* kann in einem solchen Fall folgen-
dermaBen verfolgt werden:

1. Mittelwertbildung

Hier wird meist die folgende Summe berech-
net (nicht nur mit positiven Gewichten!):

(6)

Fir die Breite des Fensters werden norma-
lerweise L = 3, 5, ... benutzt. Die Parameter
des unscharfen Mittelwertes aus (6) sind:

L
ﬁ/sz + Z ﬁ/‘kZiJr
J.k=1
<0

ﬁ/‘k Z? (6"

§\
[l
M=

=5

EaS
IVl
ST

§O
!

3
>
I

L
ﬁ/sz"‘ Z ﬁ/sz
k=1

B <0
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2. Partielle Ableitungen
(in Form von Differenzen)

- 1 - -
A= [Z =20 s
X Xj+1_xj,1 [ (+Dk (j71)k]
- 1 - -
AN = ——— (Ziv—Zoi 1) (7)
! yk+1_yk—1 s s
j=2..N—1, k=2..M—1

Die Parameter dieser unscharfen Grof3en
sind:

. 1 5 >
AN—-=_ — 17~ Z5
/ Y= [ (j—Dk <171)k]
, 1 5 4
Afcko = —-] (qu)k Z(Ojfi)k] (7)
Xip1 = Xj—1
, 1 > 7
At = — — 7+ G—1)k
x Xipg— X4 [ZG- 1 G-vl

Die Parameter der partiellen Ableitungen
nach y konnen analog bestimmt werden. Die
hoheren Ableitungen konnen rekursiv auf
der Basis eines primdren Gitters berechnet
werden, wie z. B. fiir die p. Ordnung nach x
bzw. nach y:

o 1 o o
gk J+Dk _ AG—Dk
Ay = — [AYG 1 — AV D)
Xjp1 — Xj1 ®)
Ak — 1 [Z(/‘H)k _ Z(j—1)k]
yp) T _ y(p—1) y(p—1)
Vir1 = Vi1

mit Berticksichtigung der entsprechenden
Verkleinerung des sekundiren Gitters. Fiir
ihre Parameter gilt dann (Ableitungen nach
y analog):

) 1 . )
Jk— — 7 TAU+Dk— _ AG=Dk+
Ay = Y —x [AYG — AN
j+1 j—1
1 . .
JkO  __ +D0 _ AG-1DO ’
A,\’(p) - X —x [Ax(p71) A,\'(p—1)] (8)
j+1 j—1
1
Jk+ G+Dk+ _ AG—1)k—
AX(l}) - X —X [AX(P%) Af\’(,')*1) ]
j+1 j—1

Zum Vergleich zweier zeitlich getrennter
Epochen (in (9) durch [1] und [2] bezeichnet)
konnen Verfahren der Deformationsanalyse

von Oberflichen herangezogen werden, sie-
he Voosochr (2000). Wir mochten die Un-
schérfe von folgenden Charakteristiken dis-
kutieren: Surface Dilatation und vom Quad-
rate des so genannten Surface Maximal
Shear Strains. Dieses ,,Quadrat* darf auch
negativ werden, wenn Surface Maximal
Shear Strain eine komplexe Zahl ist. Thre
Definitionen koénnen (9) entnommen wer-
den und entsprechen in unserem Fall:

DIL =7,+7, und
2= -7) mit
7, =0.5-(PAR, +|/PAR} — 4- PAR,) ©)
7,=0.5-(PAR, —|/PAR; —4- PAR,)
und
PAR, = tr(E-A"), PAR,=det(E-A")
mit
NM1]- A1)
1 1+ (M[l])2>
) AM2]-AF [2]>

E=05C—-4)
Aus (9) kann man sehen, dass

DIL = PAR )
S0 B A AR )
[ = PAR? —4- PAR,

Nach einigen Vereinfachungen in (9) erhélt
man:

DIL = PAR, = 0.5-tr(C-A~'—E)
=05r(C-A")—1
= — ! — X (10)
2(1 + (AF1])2 + A1)
(1+ A1) - (1 + AF11)
—OAFRIAFRIAFIAM] |1
+(1+ A0 - (1 + A2117)

und
PAR, =0.5>-det(C-A ' — E)

=025 (det(C- A —tr(C-A ) +1)

det(€)

— '<det(1)

LAY+ 1>
(11)
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det(0)
" det(d)

1+ (AF[2) + (AF[2])?
4(1+ AR+ A1)
—0.5-PAR, —0.25

=0.25 —0.5-PAR, —0.25

In den Relationen (10)—(11) werden somit
nur die in (1) eingefithrten Operationen mit
scharfen Zahlen verwendet. Die in (10) und
(11) prasentierten Herleitungen verwenden
eine analytische Darstellung der Elemente
einer inversen 2 x 2-Matrix.

Auf eine dhnliche Art und Weise kann die
Unschirfe der weiteren differential-geomet-
rischen GroBen modelliert werden. Zum
Beispiel setzt sich die Lange des Gradienten
O der unscharfen Oberfliche aus

(A7 + (A)y (12)
zusammen. Zu Berechnung der Parameter
dieser unscharfen GroBe konnen Operatio-
nen aus (1)—(2) und Relationen aus (7) be-
nutzt werden.

In Abschnitt 3 wird die Fortpflanzung der
Unschirfe von Hohenmessungen auf die
von ihnen abgeleiteten differential-geomet-
rischen GréBen an einem konkreten Beispiel
prasentiert.

3 Eine Fallstudie: Héhen-
messungen am Blockgletscher
Reichenkar in Tirol, Osterreich

Frithere Untersuchungen am Blockglet-
scher Reichenkar wurden im Rahmen einer
interdisziplindren Zusammenarbeit mit dem
Institut fiir Geologie und Paldontologie der
Universitdt Innsbruck fortgesetzt. Die aus-
flhrliche Beschreibung des Datenmaterials
kann in WALDER u.a. (2004) und WALDER
(2005a) gefunden werden. Wir gehen hier
kurz auf einige wichtige Details ein, die dem
besseren Verstindnis der weiteren Ausle-
gungen beitragen sollen.

Reichenkar Blockgletscher liegt im Inne-
ren Reichenkar, einem kleinen Seitental, das
in Form eines Héingetales in das Sulztal
miindet. Das Innere Reichenkar liegt ca.
4km SE von Lingenfeld im Otztal bzw.

3km S von Gries im Sulztal (westliche Stu-
baier Alpen).

Zur Untersuchung des Bewegungsverhal-
tens dieses aktiven Blockgletschers wurden
am Blockgletscher einige markierte Mess-
punkte (groBere Felsblocke mit eingemei-
Belten und mit roter Farbe markierten
Messmarken) vermessen.

Wir betrachten die Hohenmessungen aus
den Jahren 2003 und 2005 und gehen von
einer konstanten Genauigkeit dieser Hohen-
messungen aus. Auf die Anfangszahl ,,52°
wird bei den y-Koordinaten (GauB3-Kriiger
Koordinatensystem) weiter verzichtet.

5% 10t Jahr 2003
43C
1255
2420
1325
ac
1.245
2400
124 :

238C

1235 I - L

5]

2380

. 1]
2%3 5305 53 5315 532 5325 533

x10!

Abb. 2a: Parameter Z; der unscharfen Gitter-
werte Z, laut (3') und (4) fur das Jahr 2003. Die
,,Breite* ihrer Unscharfe ist dabei konstant und
betragt 1.0 m.

12%.3 5.205 531 5315 532 5325 533

%10

Abb. 2b: Parameter Z; der unscharfen Gitter-
werte Z, laut (3') und (4) fur das Jahr 2005. Die
,,Breite’* ihrer Unscharfe ist dabei konstant und
betragt 1.0m.
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Die Hohenmessungen in den Jahren 2003
und 2005 werden als unscharfe Zahlen Z;:
i=1...n=36 mit £ =[z; =z'-0.5, 2,

z = 2! +0.5] modelliert. Im ersten Schritt

<10 Jahresdifferenz
[ e |

1245

1235

1
2%3 5305 531 5315 532 538 533
4
x10

Abb. 3: Differenz zwischen den Parametern Z;,
in den Jahren 2003 und 2005.

1 .
2%3 5305 531 §315 832 53X

1235

"3

Abb.4a: Gradientenlange fur das Jahr 2003
nach (12) und ,,Breite’' seiner Unscharfe.

werden jahrliche Hohenmessungen mit Hil-
fe der Methode der inversen Distanzen auf
ein Gitter (ein ,,zungennahes* Teilgebiet) in-
terpoliert. Abb.2a und 2b zeigen einen Pa-
rameter von den entsprechenden unscharfen
Gitterwerten ij: i,j=1...N=20aus (3)
fiir entsprechende Jahre, die laut (4) berech-
net werden. Zur Berechnung der Gewichte
in (4) wird von ¢ = 0.6 ausgegangen. Diffe-
renz zwischen den Parametern Zj in den
Jahren 2003 und 2005 kann Abb. 3 entnom-
men werden.

Wir verwenden die Relationen (5)—(12)
zur Berechnung von einigen — unscharfen —
differential-geometrischen GroBen fir die
Oberflache des Reichenkar Blockgletschers
in Abb.4a, b, 5, 6.

Nun sollen die (x,y)-Koordinaten der
Messungen auch als unscharf angesehen
werden. Die Hohenmessungen in Jahren
2003 und 2005 werden als unscharfe Zahlen

1235

"3

Abb.4b: Gradientenlange fir das Jahr 2005
nach (12) und ,,Breite’’ seiner Unscharfe.
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w10 Braste der unscharfen Dilataton

1245

1.235

12%.3 5.305 831 5315 532 5325 533
]

x10

Abb.5: Surface Dilatation fir die Jahre 2003—
2005 nach (10) und ,,Breite‘* der Unscharfe.

x10° Braite der Unscharte Jahe 2003

1255

125

1245

1235

2
! %3 5305 531 5315 532 5325 633

1!

Abb.7a: Breite der Unschéarfe der Gitterwerte
Z, fur das Jahr 2003.

d:i=1...n=236 mit 4, = [u7 =u’—0.5,
u?, u” = u? +0.5] und u = x,y modelliert.

Die folgenden Abbildungen veranschauli-

x10* Masmal Suface Strain

12351

1.
2%.3 2305 53 35 531 533

x10" Breile des unscharfen Strains 10"

Abb.6: Quadrat des Surface Maximal Shear
Strains fiir die Jahre 2003—2005 nach (9')—(11)
und ,,Breite'* seiner Unscharfe.

x10° Braite der Unscharte Jahe 2005

3 O
23 53
110.

Abb.7b: Breite der Unscharfe der Gitterwerte
Z, fir das Jahr 2005.

chen die Verdnderung bei der Unscharfe-
fortpflanzung. Wir verwenden die Relatio-
nen (5)—(12) zur Berechnung von einigen —
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1255

1245

1235

12 +
13 538 531 5315 532  53% 5%
4
x10

Abb.8a: Breite der Unscharfe des Quadrates
der Gradientenlange fiir das Jahr 2003.

123“0

1255
125

1.45

1235

12
%3 5305 531 5315 532 5325 533

'S

x10

Abb.8b: Breite der Unscharfe des Quadrates
der Gradientenlange fur das Jahr 2005.

x10 Braite dar unscharfen Dilatation

1245

1235

VR sas 531 i 542 5am sa
4
x10

Abb.9: Breite der Unscharfe der Surface Dila-
tation fur die Jahre 2003—2005.

x10 Braite des Unscharfen Strains

1245

1235

VR sss 53 sa 542 sam sa
4
x10

Abb.10: Breite der Unscharfe des Quadrates
des Surface Maximal Shear Strains flr die Jah-
re 2003—-2005.

unscharfen —  differentialgeometrischen
GroBen fiir die Oberfliche des Reichenkar
Blockgletschers in Abb. 7a, b bis Abb. 10.

4 Diskussion der Ergebnisse

Die Anwendung der Fuzzy-Theorie stellt
eine alternative, sinnvolle Ergidnzung so-
wohl zu den statistischen Verfahren zur Ge-
nauigkeitskontrolle, als auch zum Fehler-
fortpflanzungsgesetz dar. Bei vielen geowis-
senschaftlichen Anwendungen geht es nicht
nur darum, einen Wert flr eine bestimmte
Charakteristik ableiten zu konnen, sondern
viel mehr um die mit diesem Wert verbun-
dene Giite spéterer Ergebnisinterpretatio-
nen. Die Fuzzy-Theorie liefert ein bequemes
Instrument fir diesen Zweck.

Zur Vereinfachung wurde in dieser Arbeit
ausschlieflich das Problem der ,,Maximal-
fehlerberechnung® behandelt. D. h. es wur-
de auf die Herleitung der entsprechenden
Zugehorigkeitsfunktionen der unscharfen
GroBen verzichtet. Man interessiert sich in
einem gewissen Sinne fiir das Ausmal} der
,,unschdrfe. Die grundlegenden Schritte
zur Berechnung der Zugehorigkeitsfunktio-
nen werden beispielsweise in BANDEMER &
GOTTWALD (1993) beschrieben.

Ein Vorteil der Verfahren der Fuzzy-
Theorie gegeniiber ,klassischen® statisti-
schen Methoden besteht in ihrem Verzicht
auf einschrinkende Annahmen liber Vertei-
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lungsfunktionen von Fehlern. Die Herlei-
tung der Zugehorigkeitsfunktionen von ab-
geleiteten GroBen ist einfacher als die Be-
stimmung ihrer (statistischen) Verteilungen.
AuBerdem konnen heterogene Bereiche,
d.h. Messungen verschiedener Unschirfe,
nach dem in dieser Arbeit priasentierten Ver-
fahren problemlos modelliert und analysiert
werden.

Mittels einer Gegenitiberstellung der vor-
liegenden Abbildungen lasst sich feststellen,
dass die Unschérfe bei den (x, y)-Koordina-
ten zu einer deutlichen (und zu erwartenden)
Zunahme der Breite der Unschérfe von dif-
ferential-geometrischen GroBen fiihrt, vgl.
Abb.4a und 8a, 4b und 8b und so weiter.

Der Charakter der Fortbewegung des
Reichenkar Blockgletschers weist eine bei-
nahe periodische Zu- und Abnahme der Sur-
face Dilatation in die Richtung dieser Bewe-
gung (SW — NO in Abb. 5) auf. Eine mog-
liche Erklarung fiir diese Beobachtung aus
geologischer Sicht wird zur Zeit nidher un-
tersucht.

Alle in dieser Arbeit durchgefiihrten Be-
rechnungen wurden in MATLAB program-
miert und visualisiert.
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